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长沙市 2023 年新高考适应性考试 

数    学 

 
注意事项： 

1．答卷前，考生务必将自己的姓名、准考证号填写在答题卡上． 

2．回答选择题时，选出每小题答案后，用铅笔把答题卡上对应题目的答案标号涂

黑．如需改动，用橡皮擦干净后，再选涂其他答案标号．回答非选择题时，将答案写在

答题卡上．写在本试卷上无效． 

3．请保持答题卡的整洁．考试结束后，将本试题卷和答题卡一并交回． 
 

一、选择题：本题共 8 小题，每小题 5 分，共 40 分．在每小题给出的四个选项中，只

有一项是符合题目要求的．   

1．已知复数 z 满足 (1 ) 3 iiz    ，则 | |z   

A. 10  B. 5  C. 2 D. 2  

2．设集合 {( , ) | }A x y y x  ， 3{( , ) | }B x y y x  ，则 A B 的元素个数是 

 A．1 B．2 C．3 D．4  

3．已知 2log 1.8a  ， 4log 3.6b  ，
1
2

c  ，则 

 A． a b c   B． a c b   C．b a c   D． b c a    

4． 41( 2)(1 2 )x
x
  的展开式中，常数项为 

A． 4  B． 6  C． 8  D． 10  

5．在平行六面体 1 1 1 1ABCD A B C D 中，已知 4AB  ， 3AD  ， 1 5AA  ， 90BAD  ，

1 1 60BAA DAA   ，则  的值为 

 A．10.5  B．12.5  C． 22.5  D． 42.5   

6．若
1 tan( ) 14

21 tan( )4




 


 
，则 cos2 的值为  

 A． 3
5  B． 3

5  C． 4
5  D． 4

5   
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7．斐波那契数列{ }nF ，因数学家莱昂纳多·斐波那契以兔子繁殖为例子而引入，故又

称为“兔子数列”，该数列{ }nF 满足 1 2 1F F  ，且 *
2 1 ( )n n nF F F n N    ．卢卡

斯数列{ }nL 是以数学家爱德华·卢卡斯命名，与斐波那契数列联系紧密，即 1 1L  ，

且 *
1 2 ( )n n nL F F n N    ，则 2023F   

 A． 2022 2024
1 1
3 6

L L   B． 2022 2024
1 1
3 7

L L   

 C． 2022 2024
1 1
5 5

L L   D． 2022 2024
1 2
5 5

L L    

8．在平面直角坐标系 xOy 中，已知 (3,0)A ， (0, ) ( 0)B t t  ，若该平面中不存在点 P ，

同时满足两个条件 2 2| | 2 | | 12PA PO  与 | | 2 | |PO PB ，则 t 的取值范围是 

 A． 6(0, 1)2    B． 6( 1, )2     

 C． 6 6( 1, 1)
2 2

    D．
6 6(0, 1) ( 1,+ )

2 2
    

二、选择题：本题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分．在每小题给出的四个选项中，有

多项符合题目要求，全部选对的得 5 分，部分选对的得 2 分，有选错的得 0 分．   

 9．已知双曲线的方程为
2 2

164 16
y x  ，则  

 A．渐近线方程为 1
2y x   B．焦距为8 5  

 C．离心率为 5
2   D．焦点到渐近线的距离为 8 

10．自然环境中，大气压受到各种因素的影响，如温度、湿度、风速和海拔等方面的改

变，都将导致大气压发生相应的变化，其中以海拔的影响最为显著．下图是根据一

组观测数据得到海拔 6 千米～15 千米的大气压强散点图，根据一元线性回归模型得

到经验回归方程为 1 4.0 68.5y x   ，决定系数为 2
1 0.99R  ；根据非线性回归模型

得到经验回归方程为 0.163
2 132.9e xy  ，决定系数为 2

2 0.99R  ，则下列说法正确的是 
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 A．由散点图可知，大气压强与海拔高度负相关   

 B．由方程 1 4.0 68.5y x   可知，海拔每升高 1 千米，大气压强必定降低 4.0kPa  

 C．由方程 1 4.0 68.5y x   可知，样本点 (11,22.6)的残差为 1.9    

 D．对比两个回归模型，结合实际情况，方程 0.163
2 132.9e xy  的预报效果更好 

11．已知函数 1
1

xy x



与 exy  相交于 A ， B 两点，与 lny x 相交于C ， D两点，若

A， B ，C ， D四点的横坐标分别为 1x ， 2x ， 3x ， 4x ，且 1 2x x ， 3 4x x ，则 

 A． 1 2 0x x    B． 3 4 1x x   
 

C． 1 3ln 1x x 
   

D． 1
4e 1xx   

12．如图，已知 ABC 是边长为 4 的等边三角形，D， E 分别是 AB ， AC 的中点，将

ADE 沿着 DE 翻折，使点 A到点 P 处，得到四棱锥 P BCED ，则 

                  
 A．翻折过程中，该四棱锥的体积有最大值为 3 

 B．存在某个点 P 位置，满足平面 PDE  平面 PBC  

 C．当 PB PC 时，直线 PB与平面 BCED 所成角的正弦值为 3
3  

 D．当 10PB  时，该四棱锥的五个顶点所在球的表面积为 52
3   

E

D

A

B

C
A C

B

E

P

D
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三、填空题：本题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分．  

13．已知向量 (1,2)a ， (2, 2) b ， (1, )c ，若 ( 2 ) c a b ，则  ________． 

14．已知函数 ( ) 2sin( )( 0)f x x     ，若函数 ( )f x 的图象关于点 ( ,0)6
 中心对称， 

且关于直线 3x  轴对称，则的最小值为________． 

15．已知O为坐标原点， F 为抛物线 2 2y px 的焦点，过点 F 作倾斜角为 60的直线与

抛物线交于 A， B 两点（其中点 A 在第一象限）．若直线 AO 与抛物线的准线 l 交

于点 D ，设 AOF ， ADB 的面积分别为 1S ， 2S ，则 1

2

S
S  ________． 

16．已知函数
1, 0

( )
ln( 1), 0
x x

f x
x x
 

   
，若关于 x 的方程 ( ( ))f f x a 恰有两个不相等的实

根 1x ， 2x ，且 1 2x x ，则 2

1

1
2

x
x

 的取值范围是________． 

四、解答题：本题共 6 小题，共 70 分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤．  

17．（本题满分 10 分）已知数列 { }na 为等差数列，数列 { }nb 为等比数列，满足

1 12 2b a  ， 2
2 2ab  ， 3 3 11a b  ． 

（1）求数列{ }na ，{ }nb 的通项公式； 

（2）求数列{ }n na b 的前 n项和 nS ． 

 

 

 

18．（本题满分 12 分）在锐角 ABC 中，角 A， B ，C 所对应的边分别为 a ， b ， c ，

已知
sin sin sin

3
A B C

a ba c





． 

（1）求角 B 的值； 

（2）若 2a  ，求 ABC 的周长的取值范围． 
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19．（本题满分 12 分）如图，在以 A，B，C，D，E，F 为顶点的六面体中（其中 F 

平面 EDC ），四边形 ABCD是正方形， ED  平面 ABCD， BF FE ，且平面

FEB 平面 EDB ． 

 
（1）设M 为棱 EB的中点，证明： A，C ， F ， M 四点共面； 

（2）若 2 2ED AB  ，求平面 FEB 与平面 EAB 的夹角的余弦值． 

 

 

20．（本题满分 12 分）为了调动大家积极学习党的二十大精神，某市举办了党史知识

的竞赛．初赛采用“两轮制”方式进行，要求每个单位派出两个小组，且每个小组

都要参加两轮比赛，两轮比赛都通过的小组才具备参与决赛的资格．某单位派出甲、

乙两个小组参赛，在初赛中，若甲小组通过第一轮与第二轮比赛的概率分别是 3
4 ，

4
5 ，乙小组通过第一轮与第二轮比赛的概率分别是 3

5 ， 2
3 ，且各个小组所有轮次

比赛的结果互不影响． 

（1）若该单位获得决赛资格的小组个数为 X ，求 X 的数学期望； 

（2）已知甲、乙两个小组都获得了决赛资格，决赛以抢答题形式进行．假设这两

组在决赛中对每个问题回答正确的概率恰好是各自获得决赛资格的概率．若

最后一道题被该单位的某小组抢到，且甲、乙两个小组抢到该题的可能性分

别是 45%，55% ，该题如果被答对，计算恰好是甲小组答对的概率．  
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21．（本题满分 12 分）设 A，B 是椭圆
2

2 12
x y  上异于 (0,1)P 的两点，且直线 AB 经

过坐标原点，直线 PA ， PB 分别交直线 2y x   于 C，D两点． 

（1）求证：直线 PA ， AB ， PB 的斜率成等差数列； 

（2）求 PCD 面积的最小值． 

 

 

 

 

 

22．（本题满分 12 分）已知函数 2 3 1( ) (2 )e xf x x x   ，其中 0x  ． 

（1）求 ( )f x 的最大值； 

（2）若不等式 2 1e | ln |xax x a   对于任意的 (0, )x  恒成立，求实数 a 的取值范围． 
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长沙市 2023年新高考适应性考试

数学参考答案

一、选择题：本题共 8小题，每小题 5分，共 40分．在每小题给出的四个选项中，只

有一项是符合题目要求的．

1．【答案】B

解析：
由

3 (3 )(1 )
1 2

1 (1 (1 ))

i i i
z i

ii i

+ + +
= = = +

− − +
，可得 | | 5z = ．

2．【答案】C

解析：
联立

3

y x

y x

=


=
，解得

0

0

x

y

=


=
，或

1

1

x

y

=


=
，或

1

1

x

y

= −


= −
，

即 {(0,0),(1,1),( 1, 1)}A B = − −∩ ，共有 3个元素．

3．【答案】C

解析：
由

2 2 2 2 4

1
log 2 log 1.8 log 3.24 log 3.6 log 3.6

2
= < = < = ，可得 c a b< < ．

4．【答案】D

解析：

4(1 2 )x− 的展开式的通项为

1 4 4( 2 ) ( 2)k k k k k

kT C x C x+ = − = − ，则

41
( 2)(1 2 )x
x
− − 的展开

式中的常数项为

1 1 0 0

4 4( 2) 2 ( 2) 10C C− − × − = − ．

5．【答案】A

解析：
观察图象，可知

1 1
BD AB AA AD= − + +
����� ���� ���� ����

， AC AB AD= +
���� ���� ����

，

则

2 2

1 1 1 16 10 9 7.5 10.5AC BD AB AA AB AD AA AD= − + + + = − + + + =
���� ����� ���� ���� ���� ���� ���� ����
i i i ．

6．【答案】A



2

解析：
由

1 tan( ) tan tan( )
14 4 4 tan( ( )) tan( )

4 4 2 tan
1 tan( ) 1 tan tan( )

4 4 4

π π π
α α π π π

α α
π π π αα α

− − − −
= = − − = − =

+ − + −
，

可得 tan 2α = ，则

2 2 2

2 2 2

cos sin 1 tan 3
cos2

cos sin 1 tan 5

α α α
α

α α α
− −

= = = −
+ +

．

7．【答案】C

解析：
由

2022 2021 2023 2023 2022

2024 2023 2025 2023 2024 2023 2022

2

2 3

L F F F F

L F F F F F F

= + = −


= + = + = +
，解得

2023 2022 2024

1 1

5 5
F L L= + ．

8．【答案】D

解析：
设点 P坐标为 ( , )x y ，由 2 2| | 2 | | 12PA PO+ = ，可得

2 2 2 2( 3) 2( ) 12x y x y− + + + = ，

化简得

2 2( 1) 2x y− + = ，即点 P的轨迹为以 (1,0)为圆心， 2为半径的圆；

又由 | | 2 | |PO PB= ，可得

2 2 2 22 ( )x y x y t+ = + − ，化简得

2 2 2( 2 ) 2x y t t+ − = ，

即点 P的轨迹为以 (0,2 )t 为圆心， 2t为半径的圆．

由题意，结合图形可知，两圆外离或内含．

当两圆外离时，

21 4 2 2t t+ > + ，解得

6
1

2
t > + ；

当两圆内含时，

21 4 | 2 2 |t t+ < − ，解得

6
0 1

2
t< < − ．

综上，可知 t的取值范围是
6 6

(0, 1) ( 1,+ )
2 2
− + ∞∪ ．

二、选择题：本题共
4
小题，每小题

5
分，共

20
分．在每小题给出的四个选项中，有

多项符合题目要求，全部选对的得
5
分，部分选对的得

2
分，有选错的得

0
分．

9．【答案】BC

解析：
易知 8a = ， 4b = ， 4 5c = ，则渐近线方程为 2y x= ± ，即 A错误；

焦距为 2 8 5c = ，即 B正确；离心率
5

2

c
e

a
= = ，即 C正确；

可求得焦点到渐近线的距离 4d = ，即 D错误．

10．【答案】ACD

解析：
观察散点图，便知大气压强与海拔高度负相关，即 A正确．



3

通过经验回归方程

1
4.0 68.5y x= − + ，可知海拔每升高 1千米，大气压强降低

约
为 4.0kPa，

即 B错误；

当 11x = 时，代入方程计算可得预测值

ɵ 24.5y = ，则残差

ɵ22.6 1.9e y= − = −ɵ
，即 C正确．

随着海拔高度的增加，大气压强越来越小，但不可能为负数，因此，选择方程

0.163

2 132.9 xy e−= 更合适，即 D正确．

11．【答案】ABD

解析：
对于A选项，由函数 xy e= 与

1
1

x
y x

−
= +

满足性质

1
( )

( )
f x

f x
− = ，则 1x 与 1x− 都为

函数

1
1x

x
xy e
−
+= − 的零点，有 2 1x x= − ，即A正确；

对于B选项，由函数 lny x= 与

1
1

x
y x

−
= +

都满足性质

1
( ) ( )f f x
x
= − ，则 3x 与

3

1

x
都为

函数

1
1ln

x
xy x
−
+= − 的零点，有 4

3

1
x

x
= ，即B正确；

对于 C选项，如图，由函数 xy e= 与 lny x= 关于直线 y x= 对称，可得 1 3lnx x= ，

有

3

1

ln
1

x

x
= ，即 C错误；

对于 D选项，同上，由
1 2

2 4

0

ln

x x

x x

+ =


=
，可得 1 4ln 0x x+ = ，

有

1
4 1

x
x e = ，即 D正确．

12．【答案】ACD

解析：
对于 A选项，当平面 PDE ⊥平面 BCED时，四棱锥 P BCED− 的体积最大，此时
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体积

1 (2 4) 3
3 3

3 2
V

+ ×
= × × = ，即 A正确．

如上左图，设 ,M N 分别为 ,BC DE的中点，

对于 B选项，设平面 PDE ∩平面 PBC l= ，则 l∥BC，有 l MN⊥ ， l PM⊥ ，可得

l ⊥平面 PMN ，即 NPM∠ 为平面 PDE与平面 PBC所成的二面角，由 PN NM= 可知，

90NPM∠ ≠ °，即 B错误．

对于 C选项，过 P作MN的垂线，垂足为 H ，则 PH ⊥平面 BCED，则 PBH∠ 为

直线 PB与平面 BCED的所成角．依题意可知， 2 2PB PC= = ， 2PM = ，

3PN NM= = ，在 PMN� 中，由余弦定理可得

3
cos

3
PMN∠ = ，有

6
sin

3
PMN∠ = ；

在 PMH� 中，

2 6
sin

3
PH PM PMN= ∠ = ，从而直线 PB与平面 BCED所成角的正弦值

为

3

3

PH

PB
= ，即 C正确．

对于 D选项，当 10PB = 时，由 7BN = ，可知

2 2 2PN BN PB+ = ，即 PN BN⊥ ，

又 PN DE⊥ ，且 BN DE N=∩ ，则 PN ⊥平面 BCED，又 PN ⊂平面 PDE，则平面

PDE ⊥平面 BCED．设四棱锥 P BCED− 的外接球球心为O， PDE� 的外心为G，如

上右图，易知点M 为等腰梯形 BCED的外心，则四边形OGNM 为矩形，且

1 3

3 3
OM GN PN= = = ，可得

2 2 2 2 13

3
R OB OM MB= = + =

，从而所求外接球的表面积为

52

3
π ，即 D正确．

三．填空题：本题共
4
个小题，每小题

5
分，共

20
分．

13．【答案】
5

2

解析：
由 2 (5, 2)a b+ = −
� �

，可得 ( 2 ) 5 2 0c a b λ+ = − =
� � �
i ，解得

5

2
λ = ．

14．【答案】 3
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解析：
依题意， ( ) 2sin( )=0

6 6
f
π π

ω ϕ= + ，解得

1 1
= ,

6
k k Z

π
ω ϕ π+ ∈ ①；

( ) 2sin( )= 1
3 3

f
π π

ω ϕ= + ± ，解得
2 2

= ,
3 2

k k Z
π π
ω ϕ π+ + ∈ ②．

将①②式两边同时相减，解得

2 1 1 2
3 6( ), ,k k k Z k Zω = + − ∈ ∈ ，当

1 2
k k= 时，ω取最小值

为 3．

15．【答案】
9

16

解析：
如图，根据抛物线的定义，

| |
2

A

p
AF x= +

，而
| | cos60

2
A

p
x AF= + °

，

则 | | 2
1 cos60

p
AF p= =

− °
，

3

2
A

p
x = ． 同理

2
| |

1 cos60 3

p p
BF = =

+ °
，

6
B

p
x = ．

D B

A

O F x

y

法
1
：
由

| | 3

| | 4

AF

AB
= ，且

| | 3

| | 4

A

A D

AO x

AD x x
= =

−
，即

| | | |

| | | |

AF AO

AB AD
= ，可得 OF∥BD，

则 AOF� ∽ ADB� ，从而

21

2

| | 9
( )
| | 16

S AF

S AB
= = ．

法
2
：
求得 3

A
y p= ，

3

3
B D
y y p= = − ，则

2

1

1 3
| |

2 4
A

S OF y p= ⋅ = ，

2

2

1 4 3
| | ( )

2 9
A B

S DB y y p= ⋅ − = ，可得

1

2

9

16

S

S
= ．

16．【答案】 1[ , )
ln 2

ee
e −

解析 法
1
：
令 ( )t f x= ，画出函数 ( )f x 的图象，由 ( )f t a= ，可知：
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当 0a < 时，方程 ( )f t a= 只有一个实根 1 1t a= − < − ，则方程 ( )f x t= 也只有一个实

根，不合题意．

当 0a = 时，方程 ( )f t a= 有两个实根，

1
1t = − ，

2
0t = ，则方程

1
( )f x t= 有一个实

根，方程

2
( )f x t= 有两个实根，不合题意．

当 0 ln 2a< < 时，方程 ( )f t a= 有两个实根，

1
1 0t a= − < ，

2
1 (0,1)at e= − ∈ ，

则方程

1
( )f x t= 有一个实根，方程

2
( )f x t= 有两个实根，不合题意．

当 ln 2 1a≤ < 时，方程 ( )f t a= 有两个实根，

1
1 [ln 2 1,0)t a= − ∈ − ，

2
1 [1, 1)at e e= − ∈ − ，则方程

1
( )f x t= 有一个实根

1
x ，方程

2
( )f x t= 有一个实根

2
x ，

符合题意．此时，

1 1
2x t a+ = = ，

2
ln( 1) 1ax e+ = − ，

有

2
2 1

1

1
ln( ) ln( 1) ln( 2) ln 1

2

ax
x x e a

x

+
= + − + = − −

+
．

设 ( ) ln 1ag a e a= − − ，则
1

'( ) ag a e
a

= − ．由 '( )g a 单调递增，可得

1
'( ) '(ln 2) 2 0

ln 2
g a g≥ = − >

，则 ( )g a 单调递增，有 ( ) [1 ln(ln 2), 1)g a e∈ − − ，

即

12

1

1
[ , )

2 ln 2

ex e
e

x

−+
∈

+
．

当 1a ≥ 时，方程 ( )f t a= 有一个实根 1 1 1at e e= − ≥ − > ，方程 ( )f x t= 只有一个实

根，不合题意．

综上可知，

12

1

1
[ , )

2 ln 2

ex e
e

x

−+
∈

+
．

法
2
：
设 ( ) ( ( ))g x f f x= ，则

2, 1

( ) ln( 2), 1 0

ln(ln( 1) 1), 0

x x

g x x x

x x

+ < −


= + − ≤ <
 + + ≥

，作出图象如下，易知

[ln 2,1)a∈ ．
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由

1
2x a+ = ，

2
ln(ln( 1) 1)x a+ + = ，即

1

2
1

a
ex e −+ = ，可得

1

2

1

1

2

ae
x e

x a

−+
=

+
．

设

1

( ) , [ln 2,1)

ae
e

a a
a

ϕ
−

= ∈ ，则

1

2

( 1)
'( ) 0

ae a
e ae

a
a

ϕ
− −

= > ，可得函数 ( )aϕ 单调递增，有

1( ) [ , )
ln 2

ee
a eϕ −∈ ，即

12

1

1
[ , )

2 ln 2

ex e
e

x

−+
∈

+
．

四．解答题：本题共
6
小题，共

70
分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤．

17．（本题满分 10分）

解析
（1）设{ }na 的公差为 d，{ }nb 的公比为 q，

依题意可知 1 11, 2a b= = ，且

1

2

2 2

1 2 2 11

dq

d q

+ =

+ + =

，消去 q化简得 4 5dd + = ．

又函数 ( ) 4xf x x= + 在 ( , )−∞ +∞ 单调递增的函数，且 (1) 5f = ，则 1d = ， 2q = ．

因此， 1 ( 1) 1na n n= + − × = ，

12 2 2n n
nb

−= ⋅ = ． ................................................5分

（2）依题意， 1 21 2 2 2 2nnS n= × + × + + ×⋯ ①，

两边同时乘以公比 2，得 2 3 12 1 2 2 2 ( 1) 2 2n n
nS n n += × + × + − × + ×⋯ ②，

将①，②两边同时相减得

2 3 1 12(1 2 )
2 2 2 2 2 2

1 2

n
n n n

nS n n+ +−
− = + + + + − × = − ×

−
⋯

1=(1 )2 2nn +− − ，

故

1=( 1)2 2n
nS n +− + ． .......................................................................................................10分

18．（本题满分 12分）

解析
（1）由正弦定理，可得

3

a b c

a ba c

−
=

+−
，整理得

2 2 2 3a c b ac+ − = ．由余弦定理，

可得

2 2 2 3
cos

2 2

a c b
B

ac

+ −
= = ，解得

6
B

π
= ．................................................................5分
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（2）
法
1
：
由正弦定理

sin sin sin

a b c

A B C
= = ，即

2

sin sin
sin

6

b c

A Cπ
= = ，可得

1

sin
b

A
= ，

5
2sin( )

2sin 3sin cos cos6 3
sin sin sin sin

A
C A A A

c
A A A A

π
− +

= = = = + ，

则

2
2cos

1 cos 123 3 3
sin

2sin cos tan
2 2 2

A
A

b c
A A AA

+
+ = + = + = + ．

在锐角 ABC� 中，由

0
2

5
0

6 2

A

C A

π

π π

 < <

 < = − <


，解得

3 2
A

π π
< < ，即

6 2 4

Aπ π
< < ．

又函数 tany x= 在 ( , )
6 4

π π
上单调递增，则

3
tan ( ,1)

2 3

A
∈ ，可得 ( 3 1,2 3)b c+ ∈ + ，

故 ABC� 的周长的取值范围 ( 3 3,2 3 2)+ + ．..............................................................12分

法
2
：
过点 B作 BD AC⊥ 于点 D，设 ABD α∠ = ，则 30CBD α∠ = ° − ．

在 Rt△BCD中， 2cos(30 )BD α= ° − ， 2sin(30 )CD α= ° − ；在 Rt△ABD中，

2cos(30 )

cos cos

BD
AB

ABD

α
α
° −

= =
∠

， tan 2cos(30 ) tanAD BD ABD α α= ⋅ ∠ = ° − ⋅ ．

从而，

2cos(30 ) 2cos(30 ) 2sin30
2sin(30 ) 2cos(30 ) tan

cos cos
b c

α α
α α α

α α
° − ° − + °

+ = ° − + ° − ⋅ + =

sin cos
2cos(30 ) 2sin30 3cos sin 1 1 sin 2 23 3

cos cos cos
cos sin

2 2

α α
α α α α

α αα α α

+° − + ° + + +
= = = + = +

−

sin cos 1 tan tan45 tan
2 2 2 23 3 3 3 tan(45 )

2
cos sin 1 tan tan45 tan

2 2 2 2

α α α α
α

α α α α

+ + ° +
= + = + = + = + ° +

− − ° −
．
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又 0 30α< < °，则 45 45 60
2

α
° < ° + < °，可得 ( 3 1,2 3)b c+ ∈ + ，故 ABC� 的周长

的取值范围 ( 3 3,2 3 2)+ + ．

法
3
：
如图所示，点 A从点 P移向点 Q时， b c+ 单调递增，且 ( 3 1,2 3)b c+ ∈ + ，

故 ABC� 的周长的取值范围 ( 3 3,2 3 2)+ + ．

19．（本题满分 12分）

解析
（1）证明：连接 AC，与 BD交于点O，则 AC BD⊥ ．

又 ED ⊥平面 ABCD，则 ED AC⊥ ，且 ED BD D=∩ ，可得 AC ⊥平面 EDB．

连接 FM ，由 BF FE= ，可知 FM EB⊥ ．又平面 FEB ⊥平面 EDB
，且平面 FEB ∩平面

EDB EB= ，则 FM ⊥平面 EDB，从而 FM∥AC，即 , , ,A C F M 四点共面．

................................................................5分

（2）连接OM ，注意到OM 为 EDB� 的中位线，有 OM∥ED，且OM ⊂平面
OCFM ，则 ED∥平面OCFM ，又平面 DCFE ∩平面OCFM FC= ，则 ED∥FC．结合

（1）中的 FM∥AC，可知四边形OCFM 为矩形，则
1

1
2

FC OM ED= = =
．

法
1
：
如下图，以D为坐标原点， , ,DA DC DE所在直线分别为 , ,x y z轴，建立空间

直角坐标系，则 (1,0,0)A ， (1,1,0)B ， (0,1,1)F ， (0,0,2)E ，有 (0,1,0)AB =
����

，

( 1, 1,2)BE = − −
����

， ( 1,0,1)BF = −
����

．
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设平面 FEB的法向量
1 1 1

( , , )m x y z=
��

，则

1 1

1 1 1

0

2 0

m BF x z

m BE x y z

 = − + =


= − − + =

�� ����
i
�� ����
i

，令 1 1x = ，解得

其中一个法向量 (1,1,1)m =
��

；

设平面 EAB的法向量 2 2 2( , , )n x y z=
�

，则

2

2 2 2

0

2 0

n AB y

n BE x y z

 = =


= − − + =

� ����
i
� ����
i

，令 2 2x = ，解

得其中一个法向量 (2,0,1)n =
�

．

从而

3 15
cos ,

5| || | 3 5

m n
m n

m n
< >= = =

×

�� �
�� � i

�� �
，

即平面 FEB与平面 EAB的夹角的余弦值为
15

5
．....................................12分

法
2
：
如下图，在平面 EAB 中，过点 M 作 EB的垂线与 EA相交于点 N ，则

NMF∠ 为二面角 F EB A− − 的平面角．

由 ENM� ∽ EBA� ，可得

EN NM ME
EB BA AE

= = ．又 1BA= ， 6EB = ，

6
2

ME =
，

5AE =
，解得

3 5
5

EN =
，

30
10

MN =
．

过点 N 作 NP ED⊥ 于点 P，过点 P作 PQ FC⊥ 于点Q，
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可求得

3
5

NP =
，

1PQ =
，

1
5

QF =
，则

2 2 2 2 7
5

NF NP PQ QF= + + =
．

又

2 2 2
2

MF BF BM= − =
，在 NMF� 中，由余弦定理可求得

2 2 2 15
cos

2 5

MN MF NF
NMF

MN MF

+ −
∠ = = −

⋅
，

即平面 FEB与平面 EAB的夹角的余弦值为
15

5
．..............................12分

20．（本题满分 12分）

解析
（1）由题意可知，甲组获得决赛资格的的概率为 1

3 4 3

4 5 5
p = × = ，

乙组获得决赛资格的概率为 2

3 2 2

5 3 5
p = × = ．

X 的可能取值为 0，1，2，则 1 2

3 2 6
( 0) (1 )(1 ) (1 ) (1 )

5 5 25
P X p p= = − − = − × − = ，

1 2 1 2

3 2 3 2 13
( 1) (1 ) (1 ) (1 ) (1 )

5 5 5 5 25
P X p p p p= = − ⋅ + ⋅ − = − × + × − = ， 1 2

6
( 2)

25
P X p p= = ⋅ = ，

可得 X 的分布列为

X 0 1 2

P
6

25

13

25

6

25

6 13 6
( ) 0 1 2 1

25 25 25
E X = × + × + × = ． ...........................................................................6分

（2）设 B表示事件“该单位的某小组对最后一道题回答正确”，
1A表示事件“甲

小组抢到最后一道题”，

2A 表示事件“乙小组抢到最后一道题”，

则 1

9
( )

20
P A = ， 2

11
( )

20
P A = ， 1

3
( | )

5
P B A = ， 2

2
( | )

5
P B A = ．

根据全概率公式，可得 1 1 2 2

9 3 11 2 49
( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )

20 5 20 5 100
P B P A P B A P A P B A= + = × + × = ，

从而

1 1 1
1

9 3
( ) ( ) ( | ) 2720 5( | )

49( ) ( ) 49

100

P AB P A P B A
P A B

P B P B

×
= = = = ，

即该题是甲组答对的概率为

27

49
．.................................................12分
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备用：
设

1
A表示事件“甲小组抢到最后一道题”，

2
A 表示事件“乙小组抢到最后

一道题”，

1
B 表示事件“甲小组对最后一道题回答正确”，

2
B 表示事件“乙小组对最

后一道题回答正确”，B表示事件“该单位的某小组对最后一道题回答正确”，

则 1

9
( )

20
P A = ， 2

11
( )

20
P A = ， 1

3
( )

5
P B = ， 2

2
( )

5
P B = ．

可得 1 1 2 2 1 1 2 2

9 3 11 2 49
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

20 5 20 5 100
P B P A B P A B P A P B P A P B= + = + = × + × = ，

从而

1 1 1 1 1 1
1 1

9 3
( ) ( ) ( ) ( ) 2720 5( | )

49( ) ( ) ( ) 49

100

P AB B P AB P A P B
P A B B

P B P B P B

×
= = = = = ，

即该题是甲组答对的概率为

27

49
．.................................................12分

21．（本题满分 12分）

解析
（1）设直线 :AB y kx= ，两点 A，B的坐标分别为 ( ),A Ax y ， ( ),B Bx y ，将直线 AB

与椭圆的方程联立，可得

2 2(2 1) 2 0k x+ − = ，

则 0A Bx x+ = ，

2

2

2 1
A Bx x

k
= −

+
．

从而

1 1 1 1 2 ( )
+ + 2A B A B A B A B

AP BP

A B A B A B

y y kx kx kx x x x
k k

x x x
k

x x x

− − − − − +
+ = = = = ，

即直线 PA， AB， PB的斜率成等差数列．......................5分

（2）
法
1
：
点 (0,1)P 到直线 2y x= − + 的距离

2

2
d = ，为定值，

直线 PA的方程为
1

1A

A

y
y x

x

−
= + ，与直线方程 2y x= − + 联立，

可解得

1 ( 1) 1

A A

A A
C

A

x x
x

x y k x
= =

+ − + −
； 同理可得

( 1) 1

B
D

B

x
x

k x
=

+ −
，

2 2

2
2

1 1

2 22 | | 2 2
1 1( 1) ( 1)( ) 1 | | ( )
4 4

A B

A B A B

k k
x x

CD
k x x k x x k k

+ +−
= = ⋅ = ⋅

+ − + + + + +
．
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从而

2

2

1

2
1

( )

1

4

1
| |

2 2
PCDS CD d

k

k

= ⋅ ==
+

+
�

．

令

1

4
t k= + ，则

1

4
k t= − ， 可得

23 1 4 128 3 8 2
( )

8 9 81 9

2

38
PCD

t
S = − + ≥ × =
�

，当且仅

当 2k = 时取等号，故 PCD� 面积的最小值为

2

3
．.................................12分

法
2
：
根据题意可知

2 2

2 2

1 1 ( ) 1 ( ) ( ) 1 1 1 1

( ) 2 2 2

A B A B A B A A A A A A
AP BP

A B A B A A A A

y y y y y y y y y y y y
k k

x x x x x x x y

− − − + + − − − + − −
⋅ = ⋅ = = = = = −

− −
．

由

2

1

C C

C AP C

y x

y k x

= − +


= +
，解得

1

1
C

AP

x
k

=
+

； 同理可得

1

1
D

BP

x
k

=
+

．

直线 2y x= − + 与 y轴相交于点 (0,2)E ，则

1 1 1| | | | | | | |1 1
1 1 ( ) 1

| |
2 2 2PCD PED PEC C D

BP AP

AP BP AP BP AP BP

S S S PE x
k k

k k k k k
x

k

−
−

+ + + +
= − = ⋅ =

+
⋅ − =

� � �

2 22

2

1 1 1| | |

1 14 4 ( )( ) 4 2 2
( ) 1 1 12 1 ( )

2 4

|
2 2 2

AP BP AP BP

AP BP AP BP

k kk k k k

k k k k k k

− × − ++ −
+ + + − + + +

= = = ．

后续过程，类似于解法 1．.....................................................................................12分

22．（本题满分 12分）

解析
（1）依题意， 2 2 3 1 1'( ) (4 3 2 ) ( 1)( 4)x xf x x x x x e x x x e− −= − − + = − − ，

则 ( )f x 在 (0,1)单调递增，在 (1,4)单调递减，在 (4, )+∞ 单调递增．

当 2x ≥ 时， ( ) 0f x ≤ 恒成立，则 ( )f x 的最大值为 (1) 1f = ．....................................4分

（2）设 2 1( ) | ln |xg x ax e x a−= + − ，其中 0x > ．

方法
1
（先对参数分类讨论，再对自变量分段讨论）

当 0a = 时， ( ) | ln | 0g x x= ≥ ，符合题意．

当 0a > 时，注意到 (1) 0g = ．

（i）当 0 1x< < 时， 2 1( ) lnxg x ax e x a−= − − ，且

2 1 1 1
'( ) (2 ) [ ( ) ]x a

g x a x x e f x
x x a

−= − − = − ．由（1）知， ( )f x 在 (0,1)单调递增，且

( ) (0,1)f x ∈ ．
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若

1
1

a
≥ ，即 0 1a< ≤ 时， '( ) 0g x < ，则 ( )g x 在 (0,1)上单调递减，有 ( ) (1) 0g x g> = ，

符合题意．

若

1
0 1

a
< < ，即 1a > 时，存在

0
(0,1)x ∈ ，使得 0

1
( )f x

a
= ．当

0
( ,1)x x∈ 时，

1
( )f x

a
> ，且 '( ) 0g x > ，则 ( )g x 单调递增，可得 ( ) (1) 0g x g< = ，不合题意．

因此，当 0 1x< < 时，满足题意的 (0,1]a∈ ．

（ii）当 1x ≥ 时，结合（i），只需证明 (0,1]a∈ 时，恒有 ( ) 0g x ≥ ，即

2 1 ln 0xax e x a− + − ≥ ，即

2 1( 1) ln 0xa x e x− − + ≥ （*）．

当 x e≥ 时， ( ) ln ln 1 0g x x a x> − ≥ − ≥ ；当1 x e≤ < 时，设

2 1( ) 1xh x x e −= − ，则
1'( ) (2 ) xh x x x e −= − ，可得 ( )h x 在 (1,2)单调递增，在 (2, )e 单调递减，有

3( ) min{ (1), ( )} min{0, 1} 0eh x h h e e −> = − = ，从而 ( ) ( ) ln 0g x a h x x= ⋅ + > ．符合题

意．...........................................................................................................8分

当 0a < 时，注意到 (1) 0g = ．

（i）当 0 1x< < 时， 2 1( ) lnxg x ax e x a−= − − ，且

2 1 1
'( ) (2 ) 0xg x a x x e

x

−= − − < ，则

( )g x 在单调递减，有 ( ) (1) 0g x g> = ，符合题意．

（ii）当 1x ≥ 时， 2 1( ) lnxg x ax e x a−= + − ，且

2 1 1 1
'( ) (2 ) [ ( ) ]x a

g x a x x e f x
x x a

−= − + = + ．

若

1
1

a
> − ，即 1a < − 时，由（1）知 ( )f x 在 (0,2)单调递减，且 ( ) (0,1)f x ∈ ．存在

1
(1,2)x ∈ ，使得 1

1
( ) 0f x

a
+ = ，当

1
(1, )x x∈ 时，

1
( ) 0f x

a
+ > ，且 '( ) 0g x < ，则 ( )g x 单

调递减，可得 ( ) (1) 0g x g< = ，不合题意．

若

1
1

a
≤ − ，即 1 0a− ≤ < 时， '( ) 0g x ≥ ，则 ( )g x 在 [1, )+∞ 单调递增，有

( ) (1) 0g x g≥ = ，符合题意．

综上可知， [ 1,1]a∈ − 符合题意．...........................................................................12分

方法
2
（先对自变量分段讨论，再对参数分类讨论）

①当 1x = 时， (1) 0g = ，符合题意．

②当 0 1x< < 时， 2 1( ) lnxg x ax e x a−= − − ，且
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2 1 1 1
'( ) (2 ) [ ( ) ]x a

g x a x x e f x
x x a

−= − − = − ．由（1）知， ( )f x 在 (0,1)单调递增，且

( ) (0,1)f x ∈ ．

若 0a < 时， '( ) 0g x < ，则 ( )g x 在单调递减，有 ( ) (1) 0g x g> = ，符合题意．

若 0a = 时， ( ) ln 0g x x= − > ，符合题意．

若

1
1

a
≥ ，即 0 1a< ≤ 时， '( ) 0g x < ，则 ( )g x 在 (0,1)上单调递减，有 ( ) (1) 0g x g> = ，

符合题意．

若

1
0 1

a
< < ，即 1a > 时，存在 0

(0,1)x ∈ ，使得 0

1
( )f x

a
= ．当

0
( ,1)x x∈ 时，

1
( )f x

a
> ，且 '( ) 0g x > ，则 ( )g x 单调递增，可得 ( ) (1) 0g x g< = ，不合题意．

因此，当 0 1x< < 时，满足题意的 ( ,1]a∈ −∞ ．...................................................8分

③当 1x > 时， 2 1( ) lnxg x ax e x a−= + − ，且

2 1 1 1
'( ) (2 ) [ ( ) ]x a

g x a x x e f x
x x a

−= − + = + ．

若

1
1

a
> − ，即 1a < − 时，由（1）知 ( )f x 在 (1,2)单调递减，且 ( ) (0,1)f x ∈ ．存在

1
(1,2)x ∈ ，使得 1

1
( ) 0f x

a
+ = ，当

1
(1, )x x∈ 时，

1
( ) 0f x

a
+ > ，且 '( ) 0g x < ，则 ( )g x 单

调递减，可得 ( ) (1) 0g x g< = ，不合题意．

若

1
1

a
≤ − ，即 1 0a− ≤ < 时， '( ) 0g x > ，则 ( )g x 在 (1, )+∞ 单调递增，有

( ) (1) 0g x g> = ，符合题意．

若 0a = 时， ( ) ln 0g x x= > ，符合题意．

若 0 1a< ≤ 时，当 x e≥ 时， ( ) ln ln 1 0g x x a x> − ≥ − ≥ ；当1 x e< < 时，设

2 1( ) 1xh x x e −= − ，则 1'( ) (2 ) xh x x x e −= − ，可得 ( )h x 在 (1,2)单调递增，在 (2, )e 单调递减，

有

3( ) min{ (1), ( )} min{0, 1} 0eh x h h e e −> = − = ，从而 ( ) ( ) ln 0g x a h x x= ⋅ + > ．符合题意．

若 1a > 时，结合情况②，无需再讨论．

综上可知， [ 1,1]a∈ − 符合题意．...........................................................................12分

说明
注意到 (1) 0g = ，则 ( ) 0g x ≥ 恒成立的必要条件为： '(1) 0(0 1)g x≤ < ≤ ，且

'(1) 0( 1)g x≥ ≥ ．

当 0 1x< ≤ 时， 2 1( ) lnxg x ax e x a−= − − ，且

2 1 1
'( ) (2 ) xg x a x x e

x

−= − − ，则
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'(1) 1 0g a= − ≤ ，解得 1a ≤ ；当 1x ≥ 时， 2 1( ) lnxg x ax e x a−= + − ，且

2 1 1
'( ) (2 ) xg x a x x e

x

−= − + ，则 '(1) 1 0g a= + ≥ ，解得 1a ≥ − ．从而，函数 ( ) 0g x ≥ 恒成立

只需限制参数 [ 1,1]a∈ − 中讨论．


